SKOLSKO / GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

4. razred — srednja skola — A varijanta

24. sijecnja 2011.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-4.1. (4 boda)

Razlika reciproc¢nih vrijednosti dvaju uzastopnih prirodnih brojeva je 0.0aaa...= 0.0a. Koje
vrijednosti moze poprimiti znamenka a?

Rjesenjge. Ako su ta dva uzastopna prirodna broja n i n + 1, dobivamo jednadzbu

1 1
— — = 0.0aaa . ..
n n+1
Kako je 0.0aaa...=0.0a = %, (1 bod)
. ednadsb 1 a4 1 a
rjeSavamo jednadzbu — — —— = — odnosno —— = —
) ) n n+l 90 n(n+1) 90
tj.
90 90
1) = = ili R 1 bod
n(n+1) - i« WD) (1 bod)

Dalje mozemo nastaviti na vise nacina:
Prvi nacin.

90
Izraz na desnoj strani jednakosti n(n + 1) = — mora biti cijeli broj, pa je a € {1,2,3,5,9}.

a
90

Zato je — € {90, 45,30, 18,10}. (1 bod)
a

Od tih brojeva, samo se 90 =9 - 10 i 30 = 5 - 6 mogu prikazati u obliku

umnogka dvaju uzastopnih prirodnih brojeva. Dakle, a moze biti 1 ili 3, (1 bod)

1 1 1 1 1 1
jerje —— —=—=00111... i - —=-=—=20.0333...
FHIE9 710 T 90 576 30

Drugi nacin.

U desnu stranu jednakosti a = uvrstavamo redom n =1, 2, 3, 4,....

n(n+ 1)
Zan =11in =2 dobivamo a € N, ali a nije znamenka.

Zan:5dobivamoa:ﬂ:3,
5-6
90

azan=9dobivamo a = —— = 1.
9.10

Za n > 9 razlomak m je manji od 1,

pasua =11ia =3 jedina rjesenja zadatka. (2 boda)



Zadatak A-4.2. (4 boda)

Neka je z nultocka polinoma 2% — 2z cos & + 1. Odredi sve moguce vrijednosti izraza 2".

Rjesenge.
Rjesenja kvadratne jednadzbe 2 — 2z cos T +1=0su
n
20085i~/40082z—4 . .
z= n n = cos — +isin —, (1 bod)
2 n n
pa je
2" = (COS T 4 isin E) (1 bod)
n n
= cos (n Z) + isin <n Z) (1 bod)
n n
=cosT tisinm
=—14+7-0=-1. (1 bod)
Jedino rjesenje je 2" = —1.

Zadatak A-4.3. (4 boda)

Dokazi da je, za sve n € N, broj 2"+2 4 32"t djeljiv sa 7.

Prvo rjesenje. Vrijedi

2n+2+32n+1 :42n+39n

=7-2"-3-2"43-9"
=7-2"4+3-(9"—-2")
=7-2"43-(9-2)- (9" 49" 24 492" 24 277
=7-[2"+3- (9" 49" 24+ 492724 2" (4 boda)

Drugo rjeSenje. Zadatak rjeSavamo matematickom indukcijom.
Oznacimo a(n) = 2"+2 + 32n+1,
Broj a(1) = 2% + 33 = 8 + 27 = 35 je djeljiv sa 7.
Neka je, za neki prirodni broj k, broj a(k) = 282 + 3%+ djeljiv sa 7.
Vrijedi
(ke + 1) = 2F+3 4 32%+3 — 9 gk+2 | g g2+l _ o, (2k+2 i 32k+1) L7 g2k

Prema pretpostavci indukeije, izraz u zagradi je djeljiv sa 7. Stoga je i a(k + 1) djeljiv sa 7.

Sad po principu matematicke indukcije mozemo zakljué¢iti da je broj a(n)
djeljiv sa 7 za sve n € N. (4 boda)



Zadatak A-4.4. (4 boda)
Matija i Tomislav igraju sljedecu igru:

Svaki od njih baca par igrac¢ih kocaka. Ako barem jedan od njih dobije zbroj brojeva na kockama
djeljiv s 3, onda pobjeduje Matija; inace, pobjeduje Tomislav.

Kolika je vjerojatnost da ¢e Matija pobijediti?

Prvi dio rjesenja. (2 boda)

Prvi nacin. 1

Vjerojatnost da zbroj brojeva na dvije bacene kocke bude djeljiv s 3 iznosi 3 (1 bod)
Naime, koji god broj n pao na prvoj kocki, postoje dva broja koja se mogu pojaviti na drugoj

kocki koja zbrojena s n daju zbroj djeljiv s 3 te Cetiri broja koja zbrojena s n daju zbroj koji
nije djeljiv s 3. (1 bod)

Drugi nacin.
Na slici su oznaceni svi moguéi ishodi bacanja dvije kocke te su istaknuti zbrojevi djeljivi s 3.

1 2 3 4 5 6
L2134 (5]6]7
213415678
314151671819
41516781910
506 (7(8]19](10]|11
6 7(819]10]11]12

Vidimo da od 36 mogucih ishoda bacanja dvije kocke, njih 12 zadovoljava uvjet da je zbroj

brojeva na kockama djeljiv s 3. Prema tome, zaklju¢ujemo da je vjerojatnost da zbroj brojeva

12 1
na dvije bac¢ene kocke bude djeljiv s 3 iznosi ey (2 boda)

Drugi dio rjesenja. (2 boda)
Prvi nac¢in. Tomislav pobjeduje ako zbroj nije djeljiv s 3 ni u jednom paru kocaka. Prema

tome, vjerojatnost da Tomislav pobijedi je

(2 boda)

dok vjerojatnost da Matija pobijedi iznosi 1 — = =

Drugi nac¢in. Matija pobjeduje u slucaju da je to¢no jedan od njih (bilo Matija, bilo Tomislav)
dobio zbroj djeljiv s 3 te u slu¢aju da su obojica dobila zbroj djeljiv s 3.

Dakle, vjerojatnost da Matija pobijedi jednaka je
1 2

'3°3 = —. (2 boda)

+11
33 9

Napomena. Ako ucenik bez valjanog objaSnjenja koristi ¢injenicu da vjerojatnost da zbroj
brojeva na dvije bacene kocke bude djeljiv s 3 iznosi % dobiva 1 bod od predvidena dva boda
za prvi dio rjesenja.



Zadatak A-4.5. (4 boda)

Pravilni tetraedar ABXY smjesten je u kocku ABC DA’ B’'C'D’ stranice duljine 1 tako da tocka
X lezi u ravnini ABC'D. Odredi udaljenost tocaka Y i A’.

Prvo rjesenje.

Neka je Z noziste okomice iz to¢ke Y na ravninu A’'B'C’'D’; a W noziste okomice iz tocke Y na
ravninu ABCD. Vrijedi da je |[ZA'| = |WA].

2 V3 V3
3 2 3
Trokut AWY je pravokutan s pravim kutom u vrhu W pa po Pitagorinom poucku vrijedi:

Tocka W je teziste jednakostrani¢nog trokuta ABX pa je |[WA| =

= ? (2 boda)

WY = VIAY]? - [AW[2 =

Iz toga dobivamo:

ZY| = |ZW| = [YW| =1 - ? _3 _3\/6.

Kona¢no, iz ¢injenice da je trokut A’Y Z pravokutan s pravim kutem u vrhu Z, imamo:

|AY| = /]A'Z)2 + |Y Z|?
= V|AW]2 + |Y Z|?

V3" (3-v6\
-{(5) +(57)
- 2_%, (2 boda)




Drugo rjesenje.

Postavimo kocku u koordinatni sustav u prostoru tako da je

A(0,0,0), B(1,0,0), D(0,1,0), A'(0,0,1).

1
Koordinate to¢ke X su X (E,x,O) ivrijedi |[AX|=|AB| =1,
V3 143
e r=22 4 x(=,¥20).
paje x 5 i 7 3 ,0

Koordinate sredista (tezista) trokuta ABX (tocka W na slici) su

<0+1+§ 040+ 0+0+0> B (1 V3 0)
=\z%°)

3 ’ 3 ’ 3

1 V3
Ta tocka je ortogonalna projekcija vrha Y na ravninu ABC'D, pa je Y (5, %_, y) .

Vrijedi |AY|=|AB|=1 pa iz

1 V3 1. 3
AY | = =, — =+ —+y=1
|AY'| ‘(2 G y)‘ T
dobivamo y = ;Z? (2 boda)
1 V3 V6
i kona¢no Y [ =, —,— |.
i kona¢no (2, o 3)
Sada moZzemo odrediti trazenu udaljenost |A'Y|.
ay| = | (L3 (V6
276 3
2
6
36 ( 3 )
2
=1/2-2 3 (2 boda)



Zadatak A-4.6. (10 bodova)

Neka su a i b prirodni brojevi. Koje sve znamenke mogu biti na mjestu jedinica u dekadskom

zapisu broja (a +b)° — (a® +b°) ?

Rjesenje.
Zadani izraz moze se raspisati na sljedeé¢i nacin:
(a+0)°— (a® +1°)
= a® + 5a*b + 10a®V* + 10a%® + 5ab? + b° — a® — b°
=5 (a4b + 2a%b* 4 2a%b* + ab4)
= bab (a3 + 2a%b + 2ab* + b3)
= 5ab (a +b) (a® + ab+b°) .

Iz (%) vidimo da je dani izraz uvijek djeljiv s 5.
Dokazimo da je djeljivis 2.
To ocito vrijedi ukoliko je barem jedan od brojeva a i b paran.

U suprotnom, a i b su neparni pa je a + b paran broj.
Dakle i u tom slu¢aju je dani izraz djeljiv s 2.

Zaklju¢ujemo da zadani broj zavrSava znamenkom 0 za sve prirodne brojeve a i b.

(1 bod)

(4 boda)

(4 boda)
(1 bod)



Zadatak A-4.7. (10 bodova)

Medu svim tockama z kompleksne ravnine za koje je |z + 3|+ |z — 3| = 10 odredi onu koja je

najbliza pravcu koji prolazi tockama (—3 +47) i (=8 +1).

Prvo rjesenje.

&

to

Zadani skup je skup svih tocaka za koje je zbroj udaljenosti od tocaka —3 i 3 iznosi 10 pa je to

elipsa. Za nju vrijedi da je 2a = 10 (zbroj udaljenosti od zarista), tj. a = 5.
Zarista su joj tocke (3,0) i (—3,0) pa e = 3.

Sada mozemo izrac¢unati
b=+vVa%—e2=+52-32=4.

Dakle, jednadzba zadane elipse je

odnosno 1622 4 25y = 400.

Dani pravac prolazi tockama (—3,4) i (=8, 1) pa je njegov koeficijent smjera:

1-4 3

s (3) " 5

Trazenu tocku ¢emo odrediti kao diraliste jedne od tangenata zadane elipse
paralelne danom pravcu.

Tangenta na elipsu u tocki (zg,%o) ima jednadzbu b?z¢z + a’yoy = a*b
pa joj je koeficijent smjera

b2l’0 16.’130
kt —_- — —_ — .
a*Yo 25yo
Iz uvjeta paralelnosti pravca i tangente dobijemo:
161‘0 o 3
25y 5
16 . : . . ..
odnosno yy = —1—5x0. Uvrstavanjem u jednadzbu tangente dobijemo:

16 \?
1627 + 25 (Ex(]) = 400,

7

(2 boda)

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)

(2 boda)



odakle je xqg = £3.

16 16
Dakle, tocke dodira tangente i elipse su: T3 (—3, —) 17, (3, ——).

16
Sa slike vidimo da je trazeno rjeSenje T} <—3, 3) .

Drugo rjesenje.

Kao u prvom rjeSenju odredimo jednadzbu elipse 162% + 25y* = 400,

3
i koeficijent smjera danog pravca k = 5

Trazenu tocku ¢emo odrediti kao diraliSte jedne od tangenata zadane elipse
paralelne danom pravcu.

3
Da bismo odredili jednadzbe tangenti s koeficijentom smjera k = =

koristimo uvjet dodira a?k? + b* = [2.

2
z2:25-(§) +16=9+16 =25

. 3 . 3
Stoga su pravci y = gx +51y= 551: — b tangente.

3
Sa slike vidimo da nam treba "gornja" tangenta, y = =T + 5.

Odredimo njeno diraliste s elipsom. RjeSavanjem sustava:

1622 + 25y = 400

3
y:gx+5

Dobivamo jednadzbu: 162% + (3x + 25) = 400

koja se svodi na x* + 6z + 9 = 0,

16
pa je rjeSenje sustava xr = —3, y = R

16
Trazena tocka je (—3, E)

Napomena. Do jednadzbe elipse mozemo doéi i ovako:

|(z +iy) + 3|+ [(x + iy) — 3| = 10
Ve+3)24+12+/(x—3)2+42=10
(x4 3)2+y?> =10 — y/(x — 3)> + y?
(z+3)* 43> =100 — 201/(z — 3)2 4+ 32 + (z — 3)* + 1/
10/ (z — 3)2 4+ y? =50 — 6z
100(z* — 62 4+ 9) = 2500 — 600z + 362>
162% + 25y% = 400

(2 boda)

(1 bod)

(2 boda)
(1 bod)

(1 bod)

(2 boda)

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)



Zadatak A-4.8. (10 bodova)

Neka je n prirodan broj. Dokazi da je broj neparnih brojeva medu brojevima

2n + 1 2n + 1 2n + 1 2n + 1
] , 5 . I . "

neparan.

RjesSenge.

Promotrimo zbroj svih danih brojeva:

g_ 2n+1 n 2n+1 n
U1 2
2 1 2 1
Kako je < n]:— ) = (271—7-%1—— k:)’ za k € {1,2,...n}, vrijedi
2n+1 2n+1 2n+1
S = + + ot
1 2 n

2n +1 2n + 1 2n + 1
—( on >+(2n—1>+.”+<n+1) (2 boda)

Prema binomnom poucku,

+ <2”+ 1). (1 bod)

n

2n +1 2n + 1 2n +1 2n + 1
14 1)+ = 1 bod
e = () () e () G (609
2n+1 2n—+1 2n +1 2n—+1
=1+ +ot + ot +1
1 n n+1 2n
=1+5S+5+1 (2 boda)
paje 25 +2=2"" odnosno S =2?"—1. (1 bod)

Dakle, zbroj svih danih brojeva je neparan broj. Iz toga zaklju¢ujemo da
medu danim brojevima ima neparno mnogo neparnih brojeva. (3 boda)

Napomena. Ako ucenik uoci da je dovoljno dokazati da je zbroj danih brojeva neparan, ali
ne dode do kraja, treba mu za tu primjedbu dodatno dati 1 bod.



